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Oz

Bu caligmada, iizerinde yiizlerce yildir ¢alisilan diizgiin yildiz ¢gokgenler konusu ele alinmustir. Literatiirde pozitif
tam sayilar kiimesinde ¢alisilmis olan diizgiin yildiz ¢cokgenler ilk kez rasyonel sayilar kiimesinde tanimlanmig
ve analiz edilmistir. Diizglin yildiz ¢okgenleri ifade ederken kullandigimiz iki degisken rasyonel sayilarda
tanimlanmustir. Bu durum diizgiin y1ldiz ¢okgenlerin sarmal yapida olup olmamasina gore incelenmistir. En sade
formlarinin esit bir agiyla {ist iiste gelmesiyle olusan diizgiin yildiz ¢okgenler i¢in, bu a¢iy1 veren baginti elde
edilmis ve sozsiiz ispat teknigi ile ispatlanmistir. Bu ag1 sarmal yapidaki diizgiin yildiz ¢okgenlerde de koseler
arasi agidir. Yine diizgiin yildiz ¢okgenin sarmal yapida olup olmamasina gore kdse noktalarina saat yoniiniin
tersi yonde baslangi¢ 1 sayisi olmak iizere ardigik tam sayilart yerlestirip olusum ¢izgilerini takip ederek bu
sayilarla iki ¢esit genel say1 dizisi olusturulmustur. Ayrica diizgiin yildiz gokgenlerin olusum ¢izgilerinin izinde
kose noktalarina saat yoniiniin tersi yonde yine baslangig 1 sayis1 olmak iizere ardigik tam sayilar yerlestirilerek
sirastyla kose noktalarindaki sayilarla sayr dizileri elde edilmistir. Her iki yontemle de diizgiin yildiz ¢okgen
sekli ¢izmeden say1 dizileri elde edilebilmektedir. Yapilan ¢alisma ile diizgiin yildiz ¢okgenler igin tanim aralig
rasyonel sayilar kiimesine yiikseltilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diizgiin yildiz ¢okgen, Sarmal yapi, Olusum agist

Regular Star Polygons Defined in Rational Numbers and Vertex
Number Sequences

ABSTRACT

In this study, the subject of regular star polygons, which has been studied for hundreds of years, is discussed.
Regular star polygons, which were studied in the set of positive integers in the literature, were defined and
analyzed for the first time in the set of rational numbers. The two variables we use to express regular star
polygons are defined in rational numbers. This situation has been investigated according to whether regular star
polygons have a spiral structure or not. For regular star polygons formed by the overlapping of their simplest
forms at an equal angle, the relation giving this angle was obtained and proved by the proof without words
technique. This angle is also the angle between the vertices in regular star polygons in spiral structure. Again,
depending on whether the regular star polygon is spiral or not, two kinds of general number sequences are
formed with these numbers by placing consecutive integers, starting with the number 1, at the corner points in
the counterclockwise direction and following the formation lines. In addition, on the traces of the formation lines
of regular star polygons, successive integers, again starting with 1, were placed at the corner points in the
counterclockwise direction, and number sequences were obtained with the numbers at the corner points,
respectively. With both methods, number sequences can be obtained without drawing a regular star polygon
shape. With the study, the definition range for regular star polygons has been increased to the set of rational
numbers.

Keywords: Regular star polygon, Spiral structure, Angle of formation
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|. GIRIS

Geometrinin 6nemli bir bashigi olan diizgiin yildiz ¢okgenler iizerinde yiizlerce yildir ¢aligmalar
yapilmaktadir. Yildiz gokgenler, M.O. 540 civarinda, pentagram ad1 verilen bes koseli y1ldizin Pisagor
dernegine iiyeligin sembolil olarak kullanilmasiyla ortaya ¢ikt1 [1]. Daha sonra Euclid, Boethius,
Bradwardine, Regio Mantanus, de Boulles, Kepler ve Schlafi gibi 6nemli matematikgiler konu
tizerinde ¢alistilar ve yildiz ¢okgenler {izerine ¢ok ilging Ozellikler kesfettiler [2]. On dordiincii
ylizyillda Thomas Bradwardine “Geometria Speculativa” isimli ¢aligmasinda yildiz c¢okgenlerden
bahsetmistir [3]. Daha sonra 1619 yilinda Johannes Kepler “Harmonices Mundi” isimli ¢aligmasinda
bu konuda sistematik olarak ilerlemeler elde etmistir [4]. Kepler diizgiin ¢okgenin bir uyarlamasi
olarak yildiz ¢okgenleri tanimlamustir [5]. Harold S. M. Coxeter ve Robert S. Wilson tarafindan
diizgiin y1ldiz ¢okgenlerin tanim ve &zellikleri tlizerine ¢alismalar yapilmistir [6], [7]. Y1ldiz ¢okgenler
basit olmayan ¢okgenlerdir. Diizgiin ¢okgenler gibidirler, ¢iinkii u¢ noktalarinda kesisen diizlemdeki
boliimlerin birlesiminden olusurlar, ancak bitis noktalarindan baska noktalarda da kesisirler [1].
Ayrica diizglin yildiz ¢okgenlerin geometrik siisleme sanatinda genis bir uygulama alanina sahip
oldugu bilinmektedir [8], [9], [10], [11].

Cokgenlerin genel formu durumundaki diizgiin yildiz ¢okgenler galismaya deger bir konudur [12]. Bu
caligmada, literatiirde pozitif tam sayilar kiimesinde ¢alisilmis olan diizgiin yildiz ¢okgenler ilk kez
rasyonel sayilar kiimesinde tanimlandi ve analiz edildi. Oncelikle diizgiin yildiz ¢okgenleri ifade
ederken kullanilan iki degisken rasyonel sayilarda tanimlandi. Bu durum diizgiin yildiz ¢okgenlerin
sarmal yapida olup olmamasina gore incelendi. En sade formlarinin esit bir aciyla iist liste gelmesiyle
olusan sarmal yapida olmayan diizgiin yildiz ¢okgenler i¢in bu agiy1 veren bagmti elde edildi ve
gorsellerle sozstiz ispat teknigi kullanilarak ispatlandi. Bu ag1 bagmntisi sarmal yapidaki diizgiin yildiz
cokgenlerin ayn1 konumdaki agilar i¢inde dogru sonug vermektedir. Yine diizgiin yildiz ¢okgenlerin
kdse noktalarina saat yoniiniin tersi yonde baslangic 1 sayisi olacak sekilde ardigik tam sayilar
yerlestirilip olusum ¢izgileri takip edildiginde diizgiin yi1ldiz ¢okgenin sarmal yapida olup olmamasina
gore iki gesit genel say1 dizisi olusturuldu. Son olarak diizgiin yildiz ¢okgenlerin olusum ¢izgilerinin
izinde saat yoniiniin tersi yonde 1 sayisindan baglayarak ardisik tam sayilar1 yerlestirip sirasiyla kose
noktalarindaki sayilarla say1 dizileri elde edildi. iki yontemle de diizgiin y1ldiz ¢okgen sekli ¢izmeden
say1 dizilerinin elde edilebilecegi metotlar ortaya ¢ikartild.

Bu ¢alismada, herhangi bir {n/ k} diizgiin yi1ldiz ¢okgeninde kose noktalarna karsilik gelecek sayi
konumlarinin sekil ¢izmeden belirlenebilecegi yontemlerin gelistirilmesi amaglandi.

II. MATERYAL VE METOT

Bu calismada, diizglin y1ldiz ¢okgenler ile ilgili bilinen tanim ve 6zellikler incelenerek yeni sonuglara
ulasilmistir. Caligma siirecinde ¢izimler Cabri II Plus, Desmos geometri programlari kullanilarak elde
edilmistir.

A. DUZGUN YILDIZ COKGEN TANIMI

k=1, n>=3 ve k,n € N olmak iizere bir daire lizerinde esit aralikli n nokta alip herhangi bir
noktadan itibaren her k. noktasini es dogru parcalari ile baglayarak olusturulan sekle diizgiin yildiz
cokgen denir [6], [7], [12]. Her k. noktasinin bagh oldugu n koseli diizgiin yildiz ¢okgen Sekil 1°de

goriildigii gibi {n/k} Schlifli sembolii ile ifade edilmektedir.
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Sekil 1. {n/k} Diizgiin yildiz ¢okgeni.

[1l. BULGULAR VE TARTISMA

A. RASYONEL SAYILI DUZGUN YILDIZ COKGENLER

Burada k = 1, n = 3 olmak iizere rasyonel sayilardan genisletilerek elde edilen k ve n tamsayilari
cergevesinde {n/ k} diizglin yildiz c¢okgenler analiz edilecektir. Literatiirde karsilagilmayan bu
durumlar diizgiin yildiz ¢okgenlerin sarmal yapida olup olmamasina gore iki boliimde ele alinacaktir:

A.1. Uyarlama Katsayisi

a>1, b>3vea,b € Q olmak iizere a ve b rasyonel sayilarin1 a.q ve b.q tam sayilarina doniistiiren
q € R degerine uyarlama katsayis1 denir. a,b € R i¢in {b/ a} diizgilin y1ldiz ¢okgenlerini ifade etmek
icin g € R uyarlama katsayisina ihtiya¢ duyariz. a.g=k ve b.q=n olmak iizere n ve k tam sayilarda

aralarinda asal ise {n/ k} diizgiin y1ldiz ¢okgeni sarmal bir yapidadir. Sarmal yapilar i¢in,
9 .5 . o N .
{%, %} = {5.6, 56} ={27,10} olur. Sekil 2°de goriilen {27,10} diizgiin yildiz gokgeninde

uyarlama katsayisi1 q =6 dir.

Sekil 2. {% %} = {27,10} diizgiin yildiz ¢cokgeni.
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A.2. Olusum Agisi

a=>1, b>3ve abeQ igin a.qg=k ve b.g=n olmak iizere n ve k tam sayilarda aralarinda asal
degilse {n/ k} diizglin y1ldiz ¢okgeni n ve k’nin tam sayilarda en sade formundaki diizgiin yildiz
¢okgeninin Ebob(n, k) degeri kadar {ist iiste esit agilarla yerlestirilmesi ile olusur. Bu agiya olusum
acist denir ve @ semboliiyle gosterilir.

% ‘nin tam sayilarda en sade formu 2 ve Ebob(n, k) = u ise {n/ k} diizglin yildiz ¢okgeni {C/ d}
diizgiin y1ldiz cokgeninin « agisiyla y sayida tekrart ile olusur.

Bir ¢gemberde iki kirig arasindaki agimin 6l¢iisli, agimin iki taraftan karsisindaki yaylarin Slgilerinin
toplaminin yarisina esittir. {n/ k} diizgiin yildiz ¢okgenlerde Sekil 3’te gosterilen kirig agilar igin

acimin gordiigli yaylar iizerinde bir genelleme olusmadigindan bu kapsamin disinda kalan acilar
calisilmistir. & agis1 hesaplanirken a acisini olusturan iki cember kiriginin kapsami disinda kalan agilar
tizerinden sonuca gidilecektir.

k=1 n=3vekneN olmak lizere {n/ k} diizgiin yildiz ¢okgeninde k degiskeninde kapsam dis1
ac1 sayisi Tablo 1’de gosterilmistir.

Tablo 1. {n/ k} diizgiin yildiz ¢okgenlerinde kapsam dist agt sayisi.

k Kapsam Dis1 A¢1 Sayisi (k-1)
1 2.0=0 0
2 2.1=2 1
3 2.2=4 2

k 2.( k-1)=2k-2 k-1

Sekil 3.{7/2},{16/4},{23/8} diizgiin yildiz cokgenlerinde a agisi ve kapsam disi agilar.

{n/ k} diizgiin y1ldiz ¢okgenini ¢evreleyen ¢gemberin 6l¢iisiinden iki tarafli kapsam dis1 agilarin toplam
Ol¢iisii ¢ikarilip ikiye boliinerek a agisi hesaplanir. a agisini veren formiil asagidaki gibidir.

360—2(k—1)(360]

n (k—l)
~180-360—
2 n

s(a)= )
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Elde edilen bagintinin kullanildig1 bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek: {3, y } - {3,5, 95} = {15,6) burada uyarlama katsays1 q=5tir. Ebob (15,6) =3 oldugundan
5 5
{15,6} diizgiin yildiz gokgeni Sekil 4’te goriilecegi gibi 3 tane {5,2} diizgiin yildiz ¢okgeninin

s(a) =180-— 360% =180-120=60° acilarla iist iiste yerlestirilmesi ile olusur.

Sekil 4. {3, %} = {15, 6} diizgiin yildiz ¢okgeni.

A.3. Diizgiin Yildiz Cokgenlerde Olusum Acisim1 Veren Formiiliin Sozsiiz Ispati

A.3.1. Teorem: k > 1, n = 3 ve k,n € N olmak iizere {n/ k} diizgiin y1ldiz ¢okgenlerinde a olusum

k-1
acist 180 — 360u formiilii ile hesaplanir.
n

Ispat: {7/2}, {16/4}, {23/8}, {30/10}, {30/14}, ..., {n/k} diizgiin yildiz gokgenleri iizerinde «
olusum agis1 i¢in s6zsiiz ispat Sekil 5 ve Sekil 6’daki gibidir.

Sekil 5. Diizgiin yildiz ¢okgenlerde kapsam disi agi sayisi.
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{30/10}

Sekil 6. Diizgiin yildiz ¢cokgenlerde kapsam dist agilar ve o olusum agisi.

B. DUZGUN YILDIZ COKGENLERDE KOSE SAYI DiZILERI
B.1. Olusum Cizgilerinin izinde Sayi Dizileri

{n/ k} diizglin y1ldiz ¢okgeni iizerinde herhangi bir kdsesinden baslanarak tiim koseler saat yoniiniin

tersi yonde 1,2,...,n sayilari ile isaretlenir. 1 sayisi ile baglanip diizgiin yildiz ¢gokgen tanimina uygun
olarak ok yoniinde sayilar takip edildiginde say1 dizileri elde edilir.

B.1.1. Teorem: k> 1, n>3 ve k,n € N olmak {iizere {n/ k} diizgin y1ldiz ¢okgen sekli sarmal

yapida ise 1 ile basglanip k kadar artarak devam eden say: dizisinde n harig tiim elemanlara mod(n)

uygulanir. 1 sayisina tekrar ulasildiginda dizi tamamlanir. Sarmal yapidaki {n/ k} diizgiin yildiz

¢okgeni i¢in
(1)mod(n) ! (1+ k)mod(n) ! (1+ 2k)mod(n) EORLUREY (1+ (n N 2) k)mod(n) '(1+ (n _1) k)mod(n) ! (l)mod(n) (2)

genel formunda say1 dizisi elde edilir. Bu sayede diizgiin yildiz ¢okgen sekline ihtiya¢ duymadan say1
dizileri olusturulabilir. Sekil 7°de {12/4} ve {13/5} diizgiin yildiz ¢okgenlerinde sayr dizileri

gosterilmistir.

ree 1
8 12
8 10 9 11
]

10

Sekil 7. {12/ 4} ve {13/ 5} diizgiin yildiz ¢okgenlerinde say dizileri.
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Ornek: {13/5} =1-6-11-3-8-13-5-10-2-7-12-4-9-1
{26/9}31—10—19—2—11—20—3—12—21—4—13—22—5—14—
23-6-15-24-7-16-25-8-17-26-9-18-1
B.1.2. Teorem: j>1, k>1, n >3 ve j, k,n € N olmak lizere {n/k} diizgiin yildiz ¢okgen sekli
sarmal yapida degil ise Ebob(n,k) degeri kadar farkli say1 dizi grubu olusur. Her say1 dizisi grup sira

numarasi ile baglar ve sonlanir. {n/ k} diizgiin y1ldiz cokgeni i¢in Ebob(n, k) = j olmak tlizere

(1)mod(n) ! (1+ k)mod(n) ! (1+ 2k)m0d(n) T (1+ (n - 2) k)mod(n) ’(1+(n _1)k)mod(n) ! (l)mod(n) /
(Z)mod(n) ! (2 + k)mod(n) ! (2 + 2k)mod(n) T (2 +(n - 2)k)mod(n) ’(2 + (n _1)k)m0d(n) ! (Z)mod(n) /

(j)mod(n) ! (J + k)mod(n) ! (J + 2k)m0d(n) LR (J +(n —2)k)m0d(n) ’(J +(n _l)k)mod(n) ! (j)mod(n)
genel sayi dizisi elde edilir.

Verilen teoremler igin; {n/ k} diizglin yildiz ¢okgeni tanmiminda ifade edilen, bir daire iizerinde esit

aralikli n nokta alinip herhangi bir noktadan itibaren her k. noktasinin sirasiyla es dogru pargalari ile
baglanarak diizgiin yildiz ¢okgen olustugundan elde edilen iki genel formdaki say1 dizisinin ispati

agiktir. {n/ k} diizgiin yildiz gokgen sekli sarmal yapida degil ise {n/ k} diizgiin yildiz gokgeni n ve k
nin tam sayilarda en sade formundaki diizgiin y1ldiz gokgeninin Ebob(n,k) degeri kadar st iiste esit
acilarla yerlestirilmesi ile olustugundan buradaki genel say1 dizisi pargali bir yapidadir.

Ornek: {12/4} = Ebob(12,4)=4=1-5-9-1/2-6-10-2/ 3-7-11-3/4-8-12-4

{18/8} = Ebob(18,8)=2= 1-9-17-7-15-5-13-3-11-1
2-10-18-8-16-6-14-4-12-2

Elde edilen teoremler sayesinde bahse konu olan say1 dizisini ve dizinin herhangi siradaki bir terimini
diizgiin y1ldiz gokgen seklini ¢izmeden elde edebilmek miimkiin olmaktadir.

B.2. Kése Noktalarinda Sayi Dizileri

{n/ k} diizgiin y1ldiz ¢cokgeni iizerinde herhangi bir noktadan baslanarak saat yoniiniin tersinde tanima

uygun olarak ok yo6niinde sarmal ¢izgiler takip edilip tiim koseler 1, 2, ... , n sayilari ile isaretlenir.
Burada baslangi¢ noktasindan saat yoniiniin tersinde ardisik koselerdeki sayilarla sayi dizileri elde
edilir.

Herhangi bir {n/ k} diizglin y1ldiz cokgeninde 1 sayisi ile baslayip u kadar artarak devam eden say1

dizileri, x artig miktarina gére yorumlandiginda, n hari¢ tiim elemanlara mod(n) uygulanir. Tekrar 1
sayisina ulasildiginda say1 dizisi tamamlanir. Sekil 8’de bu durum agik¢a goriilmektedir.
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Sekil 8. {12/4} , {13/5} ve {17/8} diizgiin yildiz ¢okgenlerinde say: dizileri.

{12/4}, {13/5} ve {17/8} diizgiin yildiz gokgenlerinde 1 ile baslayip sirasiyla x=3, =8 ve u =15
artarak devam eden say1 dizileri:

1,4,7,10,1,2,5,8,11,2,3,6,9, 12,3 mod(12),
1,9,4,12,7,2,10,5, 13,8, 3,11,6,1 mod(13) ve

1,16, 14,12, 10, 8, 6, 4, 2,17, 15,13, 11,9, 7,5, 3,1 mod(17).

seklindedir. Burada Sekil 9’da orneklendirilen x artis miktari, {n/ k} diizgiin yildiz ¢okgeninde
herhangi bir kosedeki noktanin saat yoniinde veya tersinde devamindaki noktaya ulasirken ¢izdigi

olusum cizgileri sayisidir.
\ P__ \\ "
/?"' ‘"== )

Sekil 9. {7/2} = =4, {10/3} = =7
B.2.1. Diizgiin Yildiz Cokgen Sekli Cizmeden Sayt Dizilerinin Eldesi

Herhangi bir {n/ k} diizgiin yildiz ¢okgenin kdselerinde olusan n terimli sayr dizisi diizgiin yildiz
cokgen sekli ¢izilmeden elde edilebilir. Bu yontem biiyiik n ve k degerleri i¢in kolaylik saglar. Burada
oncelikle n, k’ye boliiniir.

n |k

o

A

Bu bolme isleminde; J, olusan sayi dizisinin her biri (k-1) adet sayidan olusan aralik sayisini ve (1-1)
son araliktan sonra gelen say1 adedini temsil etmektedir. Tablo 2’de de goriilecegi gibi say1 dizisinde
once o tane (k-1) adet sayiya ait bosluklari olusturacak bi¢imde 1’den (1+0)’ye ardisik sayilar
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yerlestirilir. (1+J)’den sonra (4 -1) tane say1 gelecektir. Bu sekilde elde edilen 1, 2, ..., d, § +1 dizi
terimleri temel sinir noktalarini verir.

Tablo 2. {n/ k} diizgiin yildiz ¢okgeninde sayt dizisi olusumu

fn/k} 1 (k-1) tane say1 2 (k-1)tanesayr |3 7 (0+1) (A4-1)tanesay1

I+ (1+2p)

SrraNo: 1 2 3 eee N

Dizideki temel sinir noktalarimi belirledikten sonra; (6 +2), (6 +1)’den sonraki k. adimdaki kutuda;
(6 +3), (0 +2)’den sonraki k. adimdaki kutudadir. Bu sekilde (6 +2), (6 +3), (6 +4), ..., n belirlenebilir.
Ayrica olusturmaya ¢alisilan say1 dizisindeki ardisik terimlerden ilk ortaya ¢ikan herhangi ikisinden
dizinin u artis miktar1 elde edilirse, mod(n)’e gore ilk teriminden itibaren sirastyla eklenerek say1 dizisi
olusturabilir.

Say1 dizilerini olusturabilmek ic¢in diger bir yontem de n kutu i¢in 1°den baglayip 1°den sonra k.
kutuya 2, 2’°den sonra k. kutuya 3, 3’ten sonra k. kutuya 4, ..., n seklindedir.

Burada say1 dizisini diizgiin y1ldiz ¢okgeni ¢izmeden elde edebilmek miimkiin olmaktadir.

Ornek: {18/5} diizgiin yildiz ¢cokgeni i¢in Tablo 3’te olusan dizide mod(18) icin artis miktar1 x=11
olur.

Tablo 3. {18/ 5} diizgiin yildiz ¢okgeninde say: dizisi olusumu.

{185 1 k-1=4 2 k-1=4 3 k-1=4 4= +1 A-1=2
12 5 16 9 13 6 17 10 14 7 18 11 15 8
?\llgd'l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Olusan, 1, 12, 5, 16, 9, 2, 13, 6, 17, 10, 3, 14, 7, 18, 11, 4, 15, 8, 1 dizisinde mod(18)’e gbre artis
miktar1 4 =11 olur. Bu yontemle {18/5} diizgiin yildiz ¢okgeni ¢izilmeden 18 terimli say1 dizisi elde
edilebilir.

IV. SONUC

Bu calisma kapsaminda, pozitif tam sayilar kiimesinde ¢alisilmis olan diizgiin y1ldiz cokgenler ilk kez
rasyonel sayilarda tamimlanmis ve analiz edilmistir. Diizgiin yildiz ¢okgenler Schléfli semboli ile
ifade edilirken kullanilan iki degisken i¢in tamim araligi rasyonel sayilar kiimesine yiikseltilmistir. En
sade formlarinin esit bir aciyla st tiste gelmesiyle olusan diizgiin yildiz ¢okgenler icin bu agiy1 veren
bagint1 elde edilmis ve gorseller kullanilarak sozsiiz ispat teknigi ile ispatlanmistir. Diizgiin yildiz
¢okgenler i¢in olusum cizgilerinin ya da kdse noktalar1 izinde genel say1 dizileri olusturulmustur.
Diizgiin yildiz ¢okgen sekli ¢cizmeden sayi dizilerinin elde edilebilecegi metotlar ortaya ¢ikartilmusgtir.
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